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IN dieser Arbeit diskutieren wir Abschatzungen fiir das asymptotische Verhalten der 
Funktion N, die die geometrisch verschiedenen geschlossenen Geoditischen auf einer 
gegebenen kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit V nach ihrer Lange tihlt. Unser 
prinzipielles Hilfsmittel ist die Morse-Theorie auf dem freien Schleifenraum A = A (I’). 
In jeder freien Homotopieklasse von geschlossenen Kurven gibt es kiirzeste Kurven, und 
diese sind bis auf ihre Parametrisierung eschlossene Geoditische. Hieraus folgt aber nicht, 
dal3 man N durch das Wachstum der Fundamentalgruppe r von V abschgtzen kann. Freie 
Homotopieklassen entsprechen namlich nicht den Elementen aus r, sondern deren 
Konjugationsklassen. Man kann also beispielsweise nicht folgem, da0 N exponentiell wiichst 
falls I- exponentiell w5chst. Die freie Homotopieklasse iner Schleife ist aber andererseits in 
der Homologieklasse der Schleife enthalten. Damit folgt eine Abschitzung 
fiir N mit der ersten Bettischen Zahl bl = b1 (V): 
lim inf N(t)/? > 0 falls bl = k 2 2 
r-0 
Dies folgt, weil die “primen” Elemente in 2’ polynomial vom Grade k wachsen (vergleiche 
Lemma (1.1) im ersten Abschnitt). 
In [6] erhielt M. Gromov mehrere Absch5tzungen fiir N: Falls V homiiomorph ist zu 
S1 x V,, wobei V0 eine einfach zusammenhtingende Mannidalrigkeit ist, so gilt 
lim inf N (t)/ln (t) > 0 
1-z 
Falls dariiberhinaus V0 eine Liegruppe ist, sofolgt 
lim sup N (t)/t2 > 0 
1-p 
Unser erster Satz ist eine Verallgemeinerung dieser Resultate. 
SAZ 1. Sei V homiiomorph zu S’ x VO, wobei V0 eine einfach zusammenhiingende 
Mannigfaltigkeit ist. Dunn gilt 
lim inf N (r) In (t)/t2 > 0 und lim sup N (t)/t2 > 0 
1-m I-a) 
Fiir eine Untergruppe Z der Fundamentalgruppe r von V sei N’(t) die Anzahl der 
geometrisch verschiedenen geschlossenen Geoditischen c auf V mit Liinge L(c) 5 t, so dal3 
die freie Homotopieklasse von c einem Element aus Z-{e> entspricht. Als weiteres Resultat 
erhslt M. Gromov in [6] 
lim inf N’(t)/r > 0 
t-33 
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r nilpotent nicht abelsch und falls c [r,r] zyklisch ist. 
erhalten eine Absctitzung in allgemeineren Fall. 
SATZ 2. Die Fundamentalgruppe r von V seifast nilpotent und nicht unendlich zyklisch. 
Falls Z eine unendlich z_yklische Untergruppe von r ist, SO gilt 
lim inf NZ(t) In (Q/t > 0 
t-m 
V. Bangert und N. Hingston bewiesen kiirzlich [4], dal3 diese Abschatzung such im Falle 
r = Z gilt. Die Voraussetzung in Satz 2, dal3 I- nicht unendlich zyklisch ist, ist also iibetiiissig 
wenn man ihr Resultat mitbeniitzt. 
Eine andere interessante Erganzung zu Satz 2 ist das folgende Resultat aus [3]: Falls 
Z # {e} eine endliche zyklische Untergruppe von I- ist, so gilt 
lim inf NZ(t)ln (t)/t > 0 
1-m 
falls die Metrik auf V eine gene&he Bedingung erfiillt (vergleiche (2.9) im zweiten 
Abschnitt). 
Im ersten Abschnitt beweisen wir Satz 1 und einige verwandte Resultate. Ein wichtiges 
Hilfsmittel ist der Satz von Sullivan [16], da13 es in A( V,,) eine arithmetische Folge nicht 
verschwindender rationaler Homologieklassen gibt. 
Im zweiten Abschnitt erhalten wir eine allgemeine Abschitzung, Satz 2.8. Die Resultate 
verallgemeinern die entsprechenden Resultate von V. Bangert-N. Hingston [4] und M. 
Tanaka [17], sind jedoch unabhangig entstanden. Unter anderem zeigt Satz 2.8, daD NZ(t) 
zumindest wie c. t/ In (t) wgchst wenn die zu Z - {e} gehiirigen freien Homotopieklassen von 
geschlossenen Kurven auf Vpaarweise verschieden aber nicht alle homotopitiquivalent zu S’ 
sind (vergleiche die Bemerkung nach Lemma 2.2). Dal3 beim Beweis in der N5he des 
Abgrunds gearbeitet wird sieht man am Beispiel der Mannigfaltigkeiten negativer 
Kriimmung. 
Im dritten Abschnitt beweisen wir Satz 2 und diskutieren einige weitere Abschitzungen. 
Wir verweisen insbesondere auf (3.4). 
Es ist offensichtlich, dal3 Ergebnisse iiber die Verteilung von Primzahlen beniitzt werden. 
Als generelle Referenz hierfiir ist jedes Buch iiber die elementare analytische Zahlentheorie 
geeignet, etwa [l]. Ohne Referenz werden elementare Ergenisse aus der Theorie der 
geschlossenen Geodatischen beniitzt. Man findet diese ohne weiteres in den ersten Kapiteln 
von [lo]. 
Ich miichte mich bei E. Calabi, M. Gromov, St. Halperin, W. Ziller und dem Referenten 
fiir niitzliche Bemerkungen bedanken. Diese Arbeit ist eine leicht gdnderte Fassung des 
ersten Teils der Habilitations schrift des Verfassers [2]. Die mathematische Arbeit fiir diesen 
Text wurde w&end eines Aufenthaltes am IHES in Bures-sur-Yvette im Friihjahr 1982 
abgeschlossen. 
ABSCHNm 1. DER BEWEIS DES ERSTEN SATZES 
Fiir eine Teilmenge G c n(V) = A(V)/O(2), d’ le aus geschlossenen Geotitischen 
besteht, setzen wir 
M’(t) = l{c~Gl L(c) I t}l 
Mit N‘(t) bezeichnen wir die Anzahl der geometrisch verschiedenen c aus G mit L(c) 5 t. ES 
ist im allgemeinen icht richtig, daI3 N’die primen geschlossenen GeodHtischen aus G tihlt. 
Dieses gilt jedoch unter der zuetzlichen Bedingung, daD G mit c such die c unterliegende 
prime geschlossene Geodatische nthglt. Wir nennen G vollstiindig, falls G diese Eigenschaft 
besitzt. 
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Auf den folgenden Hilfssatz machte uns M. Gromov in einem Brief aufmerksam. 
1.1 LEMMA. G sei Dann gilt 
t-32 
lim sup iM‘(t)/t’ 5 c(a)b 
I-I 
Sei auI3erdem a = lim inf N’(t)/t”. Dann gilt fir alle E > 0 
I-C0 
A = lim infMG(t)/tz I c(a, E) a+eb 
1-r 
Insbesondere folgt also a > 0 falls A > 0 und b c ci~. 
Beweis. Wie wir schon oben bemerkten ist NG(t) gleich der Anzahl der primen 
geschlossenen Geodgtischen in G der tinge 5 t. Es folgt 
MG(t) 5 (N‘(t) - NG(r/2)) + 2(NG(t/2) - NG(t/3)) + . . . 
= f NG(t/i) 
i=l 
Die Summe auf der rechten Seite enthiilt natiirlich nur endlich viele nicht triviale 
Summanden, denn es gibt auf V keine beliebig kurzen geschlossenen Geoditischen. 
Wir kiinnen ohne BeschrGnkung der Allgemeinheit b < m annehmen. Fiir jedes d > 0 
gibt es dann ein T = T(6), so da13 
NG(t) < (b+@t” fiir alle t > T 
Also folgt fi.ir alle t > T 
MG(t) < (b+6) f (t/iP+k M‘(T) 
i=l 
= (b + 6) P 2 l/i” + const. t 
i=l 
Weil a > 1 ist folgt die erste Ungleichung des Lemmas mit der Konstanten c(a) = f l/i”. 
i=l 
Zum Beweis der zweiten Ungleichung w5hle B und I < J, so daS 
NG(r) c Bt” fiir alle t > 0 
i=l !=I 
Da N‘ monoton wachsend ist, erhalten wir fiir alle t > JT 
MG(t) < NG(t)+ N‘(t/2)+ . . . +NG(t/I)+ f NG(t/i) 
i=l 
< ING(t)+ i NG(t/i)+ f N’(t/i) 
i=I i=J 
< IN’(t) + Ebf + 6Bt” 
Weil 6 > 0 beliebig klein gewPhlt werden kann, folgt die zweite Ungleichung des Lemmas 
mit C(CL, E) = I. QED 
Fiir eine Untergruppe Z der Fundamentalgruppe r von V sei G z die Menge der c E I7 (I’), 
so daI3 c eine geschlossene Geodgtische ist und auDerdem frei homotop ist zu einem Element 
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aus Z - {e>. Statt MGLund NGZverwenden wir einfachheitshalber die Symbole MZ und N? 
In unseren Resultaten spielen die beiden folgenden Bedingungen an Z eine wichtige Rolle. 
BEDINGUNG (*). Sei 7 EZ- {ej und yp in F konjugiert zu y4fiir p, q > 0. Dann isr p = q. 
BEDINGUNG (+). Sei 7 E F und yp E Z-{e}. Dann ist y E Z. 
BEMERKUNGEN. (a) Falls 2 die Bedingung (+) erfiillt, dann ist Gz vollstandig. In diesem 
Falle gelten also die Ungleichungen des obigen Lemmas fiir die Funktionen MZ und Nz. 
(b) Falls Z die Bedingung (*) erfiillt, dann ist Z torsionslos. Falls Z unendlich zyklisch ist 
und ‘/EZ- {e), dann gilt (*) fur Z genau wenn yp nicht konjugiert ist zu yq fur JpJ # Iql. 
(Aus 6yp6- 1 = yq folgt 
65&j-2 = 6(&JPb-‘)P6-’ = ‘/91 
also p2 = q2.) Dies gilt beispielsweise, wenn die zu y gehiirende Homologieklasse in Hr (V) 
unendliche Ordnung hat. 
(c) Falls F die Fundamentalgruppe einer kompakten Mannigfaltigkeit mit nicht positiver 
Kriimmung ist, so gilt (*) fur alle Untergruppen von F. Es kann aber sein, dal3 YE F- {e> 
konjugiert ist zu y-’ (Kleinsche Flasche). 
1.2 LEMMA. Sei Z unendlich zyklisch. Dann folgt (*) aus (+). 
Beweis. Sei YEZ und yp in F konjugiert zu yq, also 6ypS-’ = yq fiir ein geeignetes 
6 EF, und p, q > 0. Wir ktinnen annehmen, daD y ein Erzeugendes von Z ist. Dann ist 
6yb-‘EZ- {e} weil 
(~5$-l)p = 6yp6-’ = yqEZ- {e] 
Da Z unendlich zyklisch ist folgt, daB p ein Teiler von q ist. Weil die Rollen von p und q 
vertauschbar sind, ist such q ein Teiler von p. Also ist p = q. QED 
Wir kommen nun zum Beweis einer verallgemeinerten Fassung des ersten Satzes aus der 
Einleitung. Man sagt, dal3 V die Mannigfaltigkeit V0 dominiert, falls es Abbildungen 
gibt, so daB/e*f homotop ist zur identischen Abbildung auf V,, siehe [lS], Seite 421. Es 
ist klar, dal3 V,, von V dominiert wird, falls V homiiomorph zu einem Produkt Ve x V1 ist. 
Damit folgt der erste Satz der Einleitung aus 
1.3 SATZ. V dominiere eine kompakte, einfach zusammenhiingende Mannigfaltigkeit V,. 
Sei Z c I- unendlich zyklisch. Dann gilt: 
(i) Fails Z die Bedingung (*) ediillt, so ist 
lim inf NZ(t) In (t)/t2 > 0 
r-m 
(ii) Falls 2 die Bedingung ( + ) er-Wt, so ist 
lim sup N’(t)/? > 0 
I-m 
Beweis. Nach einem Satz von D. Sullivan gibt es eine Folge rationaler Homologieklassen 
h,, k E N, im Raum f2, ( VO) der Schleifen von V0 in einem fest gewlhlten Punkt x f VO, so da8 
dim (h,) = ak + b mit a > 0 
und j, (h,) # 0 
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wobei j: R, ( Vo) + A ( Vo) die Inklusion bezeichnet, siehe [16] oder (4.3.1) in [lo]. Durch 
Ubergang zu einer Teilfolge k&men wir annehmen 
a > Zdim(F’) 
M. Gromov bewies, da0 es eine Konstante C gibt, so da13 jede Homologieklasse h in 
%(I’,) einen reprisentierenden Zykel z besitzt mit 
sup {L(d)ld~lzl) I Cdim (h) 
siehe den Beweis von (1.4) in [7] oder (7.3) in [S]. 
Sei nun c eine Schleife auf Vmitf(x) = c (0), so dal3 c ein Erzeugendes von 2 repriisentiert. 
Bezeichne mit A (c’) alle geschlossenen Kurven auf I’, die frei homotop zu ci sind. Dann ist 
h& = Ci * (f’ hk) 
eine nicht verschwindende Homologieklasse in A(c’), denn f0 *hn ist homolog zu j,(h,), 
weil f0 .f homotop ist zur identischen Abbildung auf V,,. Aus dem oben gesagten folgt, 
da13 wir die Metrik auf V so renormalisieren klinnen, da0 
Es folgt, da13 es eine geschlossene Geodltische cik E A (ci) gibt mit 
L (C(e) = Kik 5 i + k und 
ind (cik) s dim (hi& = ak i- 6 < ind (cik) i- 2 dim (v) 
vergleiche [12], Seite 121. Die letzte Ungleichung gilt, weil die Nullidt einer geschlossenen 
Geodatischen immer kleiner als 2 dim (V) ist. (Die Nullitat ist gegeben durch die Anzahl der 
linear unabhangigen period&hen Jacobifelder entlang der geschlossenen Geoditischen.) 
Weil a > 2 dim (V) ist, und weil Z die Bedingung (*) erfiillt folgt, da13 cik und Cim geometrisch 
verschieden sind fur k # m. Damit folgt (ii) aus (1.1) und (*). 
Bezeichne mit n (t) die Anzahl der geometrisch verschiedenen geschlossenen Geotitischen 
d der Llinge I t, so da13 d’ frei homotop ist zu ci fiir ein i = i(d) > 0. Sei p eine Primzahl. Wir 
behaupten, dal3 es zumindest p - n (2) geometrisch verschiedene geschlossene Geodatische d 
der L&ge 5 2 p und frei homotop zu cP gibt, so daB keine der Iterierten der d unterliegenden 
primen geschlossenen Geodatischen de frei homotop ist zu cq fur eine Primzahl 4 # p: 
Falls k I p, so ist L (C&) I 2p. Sei c,, die zu cpk gehiirende prime geschlossene Geodatische, 
also cpk = cOj, j > 0. Falls p ein Teiler von j ist, ps = j, so ist (ct)p frei homotop zu cp. 
Andererseits gilt 
L(c”,) = L(C,k)/P ’ 2 
Also kann fur hiichstens n (2) der cpp die Primzahl p ein Teiler von j = j (cpk) Sein. 
Falls aber p kein Teiler von j ist, so ist keine Iterierte cr von co frei homotop zu cq fiir eine 
Primzahl q # p. Sonst ware namlich cqi frei homotop zu cArn und chm frei homotop zu 19’~. 
Wegen der Bedingung (*) wiirde folgen plq j; das w&e ein Widerspruch weil p nichtj teilt und 
P f 4. 
Fiir die Funktion NZ folgt 
NZ(d 2 z & t,z (P-Q)), P Primzahl 
Die Funktion auf der rechten Seite ist asymptotisch zu t2/4 In (t) weil wir ohne Beschrankung 
der Allgemeinheit n(2) < co annehmen kiinnen. QED 
Bemerkung. Aus dem Beweis folgt lim inf MZ(r)/t2 > 0. 
r-co 
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Mit einer ahnlichen Methode erhalt man den folgenden Satz. 
1.4 SATZ. Es gebe eine Abbildungf:S2”” + V, m > 0, so da13f*[S’mc’] rational nicht 
nullhomolog ist. Falls Z c r unendlich zyklisch ist, so gelten die Behauptungen (i) und (ii) des 
uorherigen Satzes. 
Beweis. Wir beschreiben zunachst die rationale Homologie von RX(Szm+ r). Es gilt 
H, (w~2m+‘)) = 
=2mk,k20 
; fSonst 
Wenn man ein Erzeugendes hl in H2,,,(Q,(S2”“)) gewahlt hat und o die zu hl duale 
Kohomologieklasse ist, dann kann man (rational!) Erzeugende hl, EH~,,,~(R~(S~~+~)), k 2 2, 
finden. so darj 
o*(hJ = 1 fur alle k > 0 
Ein kanonisches Erzeugendes hl erhalt man wie folgt: man wihlt einen Homoomorphismus 
H. 12m+l/d(l2m+l) ~ S2m+l 
und assoziert zu H einen spharischen Zykel z durch die Abbildung 
8: 12m/qP) + ilx(s2”+‘) 
die definiert ist durch fi(y) (t): = H(y, t). Der Zykel z reprisentiert dann ein Erzeugendes hI. 
Wie im Beweis des vorigen Satzes erklaren wir nun Homologieklassen hik E A(ci) durch 
hik = Ci* (f. h,) 
Dann ist hik = Fi*(hk), wobei 
Fi: Qx(SZmC1) ---t A(Ci) 
gegeben ist durch Fi(d) = c’*(f.d). 
Wir wollen nun zeigen, daD die hik nicht nullhomolog sind. Zunachst zeigen wir dies fiir 
die hil. Zu diesem Zweck erklaren wir eine lineare Abbildung 
e,:H*(A(c’))+H,+l(V) 
Auf Kettenniveau ist die e, erzeugende Abbildung e gegeben durch die Auswertung a: 
A(ci) x S’ --t V, und zwar 
e: (a: A* -+ A(c’)) + (2 A* x S’ -+ V) 
wobei 5 = a. ((T x id). Hiebei ist A* der Standardsimplex und A* x S’ geeignet simplizial 
unterteilt. Es ist klar, da0 
e,(hil) =_&[SZm+‘] # 0 
Also gilt hi1 # 0 fur alle i. 
WHhle nun eine Kohomologieklasse Oi in H2”(A(ci)) mit wi(hil) = 1. Dann gilt F:(wi) 
= o, denn 
Also folgt 
Wf(hik) = w;( Fi*(hk)) = Of:” = 1 
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und damit hik # 0. 
Der Satz folgt nun wie oben. QED 
ABSCHNI-IT 2. EWE ALLGE.MEISE ABSCH.iTZUNG 
Fur eine geschlossene Kurve c in V sei A(c) die freie Hornotopieklasse von c. Statt 
( V, x). Die 
cw G fiir 0 I t I l/2 (y, 2t - 1) fiir l/2 5 t I 1 
Weil d -+ c*d eine Homotopieaquivalenz der Homotopieklasse der Punktkurve x mit [c] 
definiert folgt, daD 
nk( v, x) * nk-l(R(C), c), _f-I; 
ein Isomorphismus ist fur k 2 2. 
Fur die Faserung p: A(c) + I’ haben wir die exakte Sequenz 
. . . -nk+l(Y,x)-tnk(n(c),c)-, 7h(A(C),C)--’ nk(V,X)'. . . 
1. P. 
wobei i: (n(c), c) -+ (A(c), c) die Inklusion ist. Mit 
A,:n,(V,x)+n,(V,x), k>O 
sei der durch c induzierte Automorphismus bezeichnet, siehe [Hu], Seite 130. AuBerdem 
bezeichnen wir die Homotopieklasse iner Abbildung h mit [h], Das folgende Lemma folgt 
sofort aus der Definition von A,. 
2.1 LEMMA. (i) Sei[f] E$( V, x)mit k 2 2. Dann gilt 
Ul E imM - id)o[f,]Eker(i,) 
Cfl~ker(A,-id)oCfl~im(p,) 
(ii) [f] E F ist in im (p*) genau dann wenn [f] im Zentralisator uon [c] in r enthalten ist. 
Auf A operiert die Gruppe S’ durch Reparametrisierung. Den Orbit von c unter dieser 
Operation bezeichnen wir mit Sic. Falls c keine Punktkurve ist, dann ist Sic homiiomorph zu 
S’. Die Abbildung S’ + Sic, s + SC, ist eine m-fache uberlagerung, wobei m die Multiplizitat 
von c ist. 
2.2 LEMMA. Die Homotopieklasse [c] habe unendliche Ordnung in r. AuBerdem sei 
zumindest eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt: 
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(i) A, id ist Isomorphismus fur k 2 
(ii) der von [c] in r ist eine echte Obermenge der van [co] erzeugten unendlich 
zyklischen Gruppe, wobei co die c unterliegende prime Schleife ist. 
Dann gibt es eine Konstante K und Abbildungen 
F,: (I”, ZZm) --* (A(?), c”), n > 0 (m istfest) 
so da13 F,, nicht in S’c” hinein dejormiert werden kann und 
sup L. F. s nL(c)+ K. 
Bemerkung. Es ist such leicht zu sehen, daD die Inklusion Sic + A(c) genau dann eine 
Homotopidquivalenz ist, wenn (i) und (ii) beide nicht gelten. 
Beweis. Weil A, = A: und 
erhalten wir 
A:-id=(A,-id)(id+A,+. . . +A:-‘) 
ker(A,- id) c ker(Ar- id) 
im(A,-id) 1 im(AY-id) 
Wir diskutieren zunlchst den Fall, dal3 A, - id nicht surjektiv ist fur ein k 2 2. Dann gibt es 
also eine Abbildung 
j: (IL, dlk) -+ ( v, x) 
so da13 [j] &im(A,-id) ist fiir alle n > 0. Man kann jfl = : F, nicht in Sic” hinein 
deformieren, denn sonst ware F, entweder nullhomotop, was (2.1) widerspricht, oder p* * F. 
wire ein nicht verschwindendes Element in der von [co] erzeugten unendlich zyklischen 
Gruppe, was p* * i, = 0 widerspricht. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir 
voraussetzen, dal3jdifferenzierbar ist. Aus der Definition von j,” ergibt sich dann, daD man 
K = SUP L(t+f(J’, t)) 
yEI’-’ 
wihlen kann. Damit ist die Behauptung im ersten Fall bewiesen. 
Falls es ein [j] # 0 in ker(A, - id) gibt, dann liegt [f] nach (2.1) in im(p,). Es gibt also 
eine Homotopieklasse [Fi] in A(c) mit p*( [ F1]) = [j]. Weil [j] # 0 und k 1 2 kann man 
F1 nicht in S’c hinein deformieren. Falls es ein [j] im Zentralisator von [c] gibt, dal3 nicht in 
der von [co] erzeugten Untergruppe von F liegt, dann ist such [j] = p* ([ F1]) und F1 1iiDt 
sich nicht in S’c hinein deformieren. In beiden Fallen fogt genauso, daD man beliebige Lifte 
von [f] in A(?) nicht in S1cn hinein deformieren kann. Eine mijgliche Wahl fur einen solchen 
Lift ist FT. Aber F’i erfiillt nicht unbedingt die geforderte Ungleichung fiir die L%gen. 
Stattdessen kann man aber die im Beweis von Theorem 1 in [S] beniitzte Methode beniitzen, 
urn aus Fr geeignete Abbildungen F. zu konstruieren. QED 
Weil die geschlossenen Geodatischen die kritischen Punkte des I_&rgenfunktionals sind, 
haben wir 
2.3 LEMMA. Sei c nicht nullhomotop und kiirzeste geschlossene Geodtitische in A(C). Falls 
[F] eine Homotopieklasse in A(c) ist, die nicht in S’c hinein dejormiert werden kann, und falls es 
nur endlich viele geschlossene Geodiitische in A(c) der Lange L(c) gibt, dann enthallt A(C) eine 
geschlossene Geodiitische d mit- 
L(c) < L(d) I sup L.F. 
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Wir beweisen un einige Abschitzungen fiir N ‘, wobei grunds&lich vorausgesetzt wird, 
daD 2 eine unendlich zyklische Untergruppe von F mit der Eigenschaft (*) (vergleiche 
Abschnitt 1) ist. Die Schleife c reprisentiere ein Erzeugendes von Z. Dann liest sich (*) wie 
folgt: 
(*) ci - c’, i,j>O*i=j 
Fiir jedes n > 0 sei a, eine kiirzeste geschlossene Geodatische unter all den Kurven d, so 
da13 d” - c”” fur ein m = m(d) > 0. b, sei eine kiirzeste geschlossene Geoditische in A(c”). 
Setze 
a, = L(a,) und #?. = L(b.) 
Dann ist 0 c a, I /3,,, a, I haI und /I. s n/I1 fur alle n > 0. 
(2.4) Falls a, < j?. fiir alle n > 0, dann isr 
lim inf N ‘(r) In (r)/r 2 I/al > l/PI. 
1-m 
Beweis. Nach Definition von aI gibt es ein n > 0 mit /?. I naI. Wihle nun ein m > 0 mit 
fl - I?““. Wegen a, c /I, folgt dann 
B < ma, < m/3. I mna, mn- 
Dann folgt (2.4) also aus (2.5). QED 
(2.5) Falls /I. < nal fiir ein n > 0, dann isr 
lim inf Nz(r)ln(r)/r 2 l/a, 2 l//II. 
*-m 
Beweis. Wahle eine differenziebare Schleife d - c, so daD d(0) = b,,(O) und so daI3 
b;*d’- Csn+? fur alle s und T 
Dann gilt also 
I% < sB. + nL(d) 
falls 
sn I m C (s + l)n 
Wahle so > 0, so daD 
nL(d) < s&tar -B.) 
Fiir m > son erhalten wir dann 
Pm < s/?. + s(na, - 8,) = snal I ma1 
Sei dann p > son eine Primzahl und sei b, = d’, wobei d die b, unterliegende prime 
geschlossene Geodatische ist (also i > 0). Falls p ein Teiler von i ware, kp = i, dann wire 
(d ) - cp und kp 
&‘) = L(b,)lp < al 
Dies widerspricht aber der Definition von al. Also ist p kein Teiler von i. Dann ist aber keine 
Iterierte d’ von d frei homotop zu c‘J, wenn q eine Primzahl # p ist. Denn sonst ware 
& _ dji _ & 
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also p ein Teiler von i wegen (*). Daher sind b, und 6, geometrisch verschieden falls p und q 
verschiedene Primzahlen > son sind. Die Behauptung folgt nun aus dem Primzahlsatz wegen 
L(b,) < P*I. QED 
(2.6) Falls r, = fi.fiir ein n > 0 undfalls zumindest eine der beiden Bedingungen (i) oder 
(ii) oon (2.2) erfiillt istfiir [b.], so gilt 
lim inf N’(t)ln (t)/t 2 l/r, = l/j.. 
I-* 
Beweis. Wir kiinnen annehmen, da0 N’(t) endlich ist fiir alle t. Dann gibt es ein E > 0, so 
da13 keine geschlossene Geodstische d existiert mit d” - cm fiir ein m > 0 und so daD 
a1 -C L(d) < xl +E 
sonst g&e es eine Folged, solcher Geodstischer mit L(d,) -+ al. Weil Vkompakt ist, kijnnten 
wir durch ubergang zu einer Teilfolge erreichen, da0 alle dt so nahe aneinanderliegen, da13 sie 
frei homotop w&en. Dann gGbe es aber ein festes m mit d,” - cm fiir alle k, und daher wire 
NZ(t) nicht endlich fiir alle t > mr,. 
Weil N”’ I NZ fiir die Untergruppe nZ vom Index n in Z ist, kijnnen wir ohne 
Beschrinkung der Allgemeinheit n = 1 und bI = c annehmen. 
Wegen (2.5) kiinnen wir annehmen, daB cm eine kiirzeste geschlossene Geodatische in 
A(c”) ist fiir alle m > 0. Nach (2.2) und (2.3) gibt es dann fi,ir alle m > 0 eine geschlossene 
Geodgtische c, in A(c”) mit 
L(C")< L(C,,,)< L(Cm)+K 
wobei K eine von m unabhgngige Konstante ist. 
Wihle m. mit mOe > K. Sei p eine Primzahl > m. und sei c, = d’, wobei d die c, 
unterliegende prime geschlossene Geodatische ist. Falls p ein Teiler von i wire, kp = i, dann 
w&-e (d ) - cp und kp 
L(d’) < (L(cP)+K)/P < a1 +E 
was der Wahl von E widerspricht. Also ist p kein Teiler von i. Wie im Beweis von (2.5) folgt, da13 
cp und cq geometrisch verschieden sind fiir verschiedene Prirnzahlen p, q > mo. QED 
(2.7) Falls a, = j?, fiir ein n > 0 und falls es eine geschlossene Geodiitische c. in A(?) 
gibt mit L(c,) = L(b.), welche nicht in S’b, enthalten ist, so gilt 
lim inf N’(t)ln(t)/t 2 l/a, = l/B, 
t-r 
Beweis. Wie im Beweis von (2.6) kijnnen wir anneh’men, da13 n = 1 ist und daS b, = cm ist 
fiir alle m > 0. Insbesondere ist dann such cy eine Kiirzeste in A(c”) fiir alle m > 0. AuOerdem 
kiinnen wir natiirlich annehmen, dal3 N’(t) endlich ist fiir alle t. 
WBhle nun einen Weg F von c zu cl. Die im Beweis von Theorem 1 in [S] beniitzte 
Methode ergibt dann einen Weg F,,, von cm zu CT, so dal3 
sup L.F,,, < mL(c)+K 
fiir eine von m unabhangige Konstante K. Damit erhalten wir dann eine geschlossene 
Geodgtische d, in A(?) mit 
L(c”) < L(d,) < L(c))+ K 
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Die Behauptung folgt nun wie im Beweis von (2.6). QED 
Die letzten Abschitzungen kann man anwenden, wenn der Normalisator der 
Untergruppe nZ von 2 vom Index n nicht unendlich zyklisch ist. Weil nZ die Bedingung (*) 
erfiillt, ist dann entweder der Zentralisator von nZ nicht unendlich zyklisch. Dann gilt 
Bedingung (ii) aus (2.2) fiir b,. Oder c” * c-“, also b; 1 E A(F). Dann ist 6;’ $ S’b,, aber eine 
Kiirzeste in A(c”). 
Die Bedingung r, = /I,, gilt trivialerweise, wenn Z nicht nur die Bedingung (*) erfiillt, 
sondern die stgrkere Eigenschaft (+) besitzt. Aus (2.i.), 3 < i < 8, und aus N”’ < Nz fi.ir 
n > 0 folgt damit: 
2.8 SATZ. Die von der Schleije c erzeugte Untergruppe Z von I- = n, ( V, c(0)) erfiille (*). 
Ferner sei fiir ein n > 0 zumindest eine der beiden folgenden Bedingungen erftillt: 
(i) A: - id ist kein Isomorphismus fiir ein k 2 2 
(ii) Der Normalisator von nZ ist nicht unendlich zyklisch. 
Dann gilt 
lim inf N ‘(t) In (t)/t > 0. 
,- r 
Falls Z auBerdem die Bedingung (+) erfillt, so ist 
lim inf N ‘(t) In (t)/t 2 l//I. 
1-z 
wobei &, die Ltinge einer kiirzesten Kurve in derfreien Homotopieklasse von C” ist. 
Bemerkungen. (a) V. Bangert und W. Klingenberg [SJ bewiesen, daD V unendlich viele 
geschlossene GeodHtische hat, falls Vein Produkt VI x V, ist und die erste Bettische Zahl von 
V nicht verschwindet. Dieses Resultat folgt aus (2.8). 
(b) Im Beweis ihres in der Einleitung erwahnten Satzes zeigen V. Bangert und N. 
Hingston, dal3 es ein n > 0 gibt, so dal3 A: - id nicht surjektiv ist fiir ein k 2 2. Dies ist der 
schwierigste Schritt in ihrem Beweis. Weil I- unendlich zyklisch ist, folgt dann sehr leicht aus 
(2.1), daD die geschlossenen Geoditischen wie die Primzahlen wachsen. Die Schwierigkeit im 
Beweise von (2.8) besteht umgekehrt darin, daD die Struktur von Z in r verwickelt sein kann. 
(c) Unter einer etwas sttirkeren Voraussetzung als (*) und der Voraussetzung, dal3 der 
Zentralisator von Z nicht unendlich zyklisch ist, bewies M. Tanaka, dalj es unendlich viele 
geschlossene GeodCtische auf V gibt. Sein prinzipielles Hilfsmittel ist die Theorie der 
Isometrie-invarianten Geodiitischen, siehe [17]. 
(d) Sei h: q(V) --, H,( V), k 2 2, der kanonische Homomorphismus. Eine 
Homotopieklasse [f] ist nicht im Bild von A, - id wenn h( [f 1) # 0 ist, denn h([g]) 
= h(A,[g]) fiir alle [g]. Ein solches [f ] existiert falls alle ni( V), 1 < i -C k, verschwinden und 
falls die kanonische Abbildung 
H,(V) ---f H,(r) 
einen nicht-trivialen Kern hat. Der Kern besteht ntimlich gerade aus dem Bild von h, siehe [9], 
Seite 288. 
Falls beispielsweise V orientierbar, dim(V) = 3 und b,(T) > b*(r), so ist im(h) nicht 
trivial. Denn 
b,(r) = b,(V) = &(V) 
wegen der Poincar&Dualidt. Also muD H2( V) * Hz(r) einen nicht trivialen Kern haben. 
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Hieraus folgt iibrigens der Satz von V. Bangert und N. Hingston in Dimension drei (mit (2.8)). 
(e) Falls Vnegative Kriimmung hat, dann erfiillt jede unendlich zyklische Untergruppe Z 
von F die Bedingung (+), aber es gilt N ‘(t) c 2 fur alle t. 
Zum SchluB dieses Abschnitts diskutieren wir die Ergebnisse in [3]. Zum einen haben wir 
namlich in unserer Einleitung ein Resultat aus [3] etwas starker zitiert, als es dort formuliert 
wird. Zum anderen ist (2.8) dann ein Verscharfung von Theorem B aus [3], wenn die 
Voraussetzungen von Theorem A aus [3] nicht erfiillt sind. Wir erkliren dies nun. 
Fur eine Schleife c und eine Metrik g auf Vsei N i(t) wie in [3] die Anzahl der geometrisch 
verschiedenen geschlossenen Geodatischen dvon g, so da13 ck - d fiir ein k = k(d) # 0. Falls 
nun die Homotopieklasse von c endliche Ordnung hat, dann zahlt N i(t) such nullhomotope 
geschlossene Geodatische. Deshalb ist dann 
N i(f) < N ‘(t) = N f(t) 
falls g nullhomotope geschlossene Geoditische der tinge I t hat. Theorem A in [3] besagt 
nun, daD 
lim inf N 5 (t) In (c)/r > 0 
I-m 
ist fiir eine generische Metrik g auf V falls c nicht nullhomotop ist und falls es ganze Zahlen 
i#jgibt,sodaDc’-c j. Fur ein solches g folgt also 
lim inf N ‘(t)ln(t)/t > 0 
t-m 
nur, falls die Homotopieklasse von c unendliche Ordnung hat. Der Beweis von Theorem A in 
[3] zeigt zwar, dal3 die letzte Ungleichung such im allgemeinen Fall richtig bleibt. Aber mit 
ahnlichen Argumenten erhalt man such die folgende Verscharfung, deren Beweis wir 
skizzieren. 
(2.9) Die geschlossene Kurve c sei nicht nullhomotop, aber ihre Homotopieklasse habe 
endliche Ordnung. Dann gilt 
lim inf n:(t) In (c)/t > 0 
1-m 
fiir eine generische Metrik g auf V. Hiebei ist n;(t) die Anzahl der geometrisch verschiedenen 
geschlossenen Geodiitischen von g der tinge I t in der freien Homotopieklasse von c. 
Beweis. Fur eine generische Metrik g auf V sind alle zu c frei homotopen geschlossenen 
Geodatischen hyperbolisch oder vom Twist-Typ, siehe [l l] oder (3.3.10) in [lo]. 
Wir nehmen zunachst an, da13 g eine zu c frei homotope geschlossene Geodatische vom 
Twist-Typ hat. In einer beliebig kleinen “Tube” urn diese geschlossene Geodatische cl finden 
wir dann nach dem Beweis des Satzes von Birkhoff-Lewis-siehe [13] oder (3.3.A) in [lo]- 
fiir jede geniigend groBe Primzahl p eine “neue” geschlossene Geodatische c, der Lange 
ungefahr L(c,) und c,, ist frei homotop zu c *. Sei nun m die Ordnung der Homotopieklasse 
von c. Dann ist also ci homotop zu c falls i = jm + 1 fiir ein j 2 1. Die Anzahl der Primzahlen 
in einer solchen arithmetischen Folge wichst aber wie const. t/in(t). Daraus folgt dann die 
Abschltzung. 
Im Fall, daB alle zu c frei homotopen geschlossenen Geodatischen hyperbolisch sind, 
erhalt man mit den Argumenten aus [3] sogar eine lineare untere Abschatzung fur 
n;(t). QED 
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Wie in [3 J definieren wir fur eine geschlossene Kurve c den Turm T(c) als die Menge aller 
geschlossenen Kurven a, so dal3 es i, i # 0 und eine geschlossene Kurve b gibt mit 
b’ - a und b’- c. 
Nach Definition gilt T(c) c T(Y) fur alle n > 0. Theorem B in [3] besagt nun, daB 
lim inf N:(t) In (t)/t > 0 
1-m 
fur eine gene&he Metrik g auf V falls T(c) # T(Y) fiir ein n > 0. (Letzteres impliziert, daD c 
nicht nullhomotop ist.) Falls nun die Voraussetzung von Theorem A nicht erfiillt ist, so erfiillt 
die von c erzeugte Untergruppe Z von F die Bedingung (*). Aus T(c) # T(Y) folgt dann, da13 
der Zentralisator von nZ nicht unendlich zyklisch ist. Also gilt nach (2.8) die Abschatzung in 
Theorem B nicht nur im gene&hen Fall sondern immer-solange die Voraussetzung von 
Theorem A nicht erfiillt ist. 
ABSCHNI-IT 3. DER BEWEIS DES ZWEITEN SATZES 
Eine Gruppe A hei& polyzyklisch, falle es Untergruppen 
A = Ai 1 A2 1 . . . 1 Ak = {e} 
gibt, SO dat3 Ai/Ai+ 1 eine endlich erzeugte abelsche Gruppe ist. 
3.1 LEMMA. Sei A ein polIzyklischer Normalteiler der Gruppe r. Falls Z c A unendlich 
zyklisch ist, dann erjiillt Z die Bedingung (*). 
Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir 
annehmen, siehe (4.1) in [18]. Dann sind alle Ai Normalteiler in F, denn Ai wird von den 
Kommutatoren aus Ai- 1 erzeugt (fur i 2 2). 
Induktiv nehmen wir an, da0 jede unendlich zyklische Untergruppe von Ai die Bedingung 
(*) erfiillt und dal3 Z c Ai-1. Es gibt nun zwei Moglichkeiten. 
Entweder die Projektion vo Z in Ai- i/Ai ist endlich. Dann hat Z eine Untergruppe 2 von 
endlichem Index, welche in Ai enthalten ist. Daher erfiillt 2 nach Induktionsannahme (*). Es 
folgt, daB Z die Bedingung (*) erfiillt. 
Oder die Projektion von 2 in Ai- i/Ai ist unendlich zyklisch. In diesem Falle zeigen wir, 
da13 Z mod Ai die Bedingung (a) in F/Ai erfiillt, woraus dann unsere Behauptung folgt. Wir 
kijnnen Ai- = A und Ai = {e} annehmen. Dann ist A also eine endlich erzeugte abelsche, 
normale Untergruppe von r und Z ist eine unendlich zyklische Untergruppe von A. Die 
Menge Tder Torsionselemente von A ist deshalb eine normale Untergruppe von F. Wie oben 
folgt folgt daher, daD wir T = {e} annehmen konnen. Dann ist Z in einer eindeutig 
bestimmten maximalen unendlich zyklischen Untergruppe 2 von A enthalten. Sei y ein 
Erzeugendes von 2. Falls Z nicht (*) erfiillt, dann ist yp in F konjugiert zu y4 fur gewisse 
p > q > 0. Es folgt, daB yq ein p-faches Vielfaches in A ist. Dies ist ein Widerspruch, denn 2 ist 
die eindeutig bestimmte maximale unendlich zyklische Untergruppe, die die von yq erzeugte 
Untergruppe enthalt, QED 
Bemerkung. Falls A eine Untergruppe von endlichem Index in der Untergruppe A von F 
ist, und falls jede unendlich zyklische Untergruppe von b die Bedingung (*) erfullt, so such 
jede in A. 
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Eine Untergruppe von endlichem Index in einer endlich erzeugten Gruppe ist endlich 
erzeugt, siehe (3.1) in [18]. Weil eine endlich erzeugte nilpotente Gruppe polyzyklisch ist [18] 
und ein nicht-triviales Zentrum hat, folgt Satz 2 aus der Einleitung aus (2.8), (3.1) und der 
obigen Bemerkung. Aus (2.8), (3.1) und dem Ergebnis von V. Bangert und N. Hingston 
erhalten wir such das folgende Resultat: 
3.2 SATZ. Sei A ein nicht erdlicher polyzyklischer Normalteiler in r. Dann gilt 
lim inf N *(t) In (t)/t > 0 
I-m 
Beweis. Wir konnen voraussetzen, daB F nicht unendlich zyklisch ist nach [4]. Falls dann 
A unendlich zyklisch ist, dann ist der Normalisator von A in F nicht unendlich zyklisch. Falls 
A nicht unendlich zyklisch ist, dann enthilt A eine unendlich zyklische Untergruppe, deren 
Zentralisator (in A) nicht unendlich zyklisch ist. QED 
Fur eine endlich erzeugte nilpotente Gruppe A definieren wir induktiv Ai = A und 
Ai = [A, Ai_ i]. Wir wihlen ein endliches Erzeugendensystem E von A fest aus und erklaren 
die Norm eines Elementes durch seine minimale Wortlinge als Wort in E. Der in der 
Einleitung erwahnten zweiten Abschatzung Gromovs in [63 liegt das folgende Lemma 
zugrunde. 
3.3 LEMMA (GROMOV [UNPUBLISHED], PANSU [14]). Sei y E Ai, i 2 2. Dann gibt es eine 
Konstante C so da13 
Ily”ll s Cm”’ fiir al/e m > 0. 
Nimm nun an, dal3 A normal ist in F und dal3 die von y E Ai, i 2 2, erzeugte Gruppe Z 
unendlich zyklisch ist. Nach (3.1) erfiillt 2 die Bedingung (*). Daraus folgt dann leicht 
lim inf M ‘(t)/t’ > 0 
I-co 
und damit insbesondere 
lim inf N’(t)/t’-’ > 0 
r--xX 
Fur i = 2 erhilt man damit die in der Einleitung zitierte Abschltzung Gromovs aus [6]. Mit 
den Argumenten aus dem Beweis von (2.8) folgt aber such, da13 jede geniigend groBe Primzahl 
p AnlaB gibt zu einer “neuen” zu tihlenden geschlossenen Geodatischen der Lange I Cp’;‘. 
Es folgt also 
lim inf N’(t)(ln(t)/t)’ > 0 (3.4) 
1-z 
Dies folgt, wie gesagt, fur i 2 2. Fiir i = 1 ist (3.4) jedoch eine Konsequenz aus (2.8)! 
In [6] wird das von uns zitierte Resultat iibrigens allgemeiner formuliert als in unserer 
Einleitung. Auf Wunsch Gromovs erwlhnen wir, daD er nur unsere speziellere Formulierung 
im Auge hatte und bewies. 
Die Abschatzung (3.4) 1aDt sich manchmal wesentlich verbessern. Als Beispiel betrachtete 
Gromov den Fall A = HZ: Falls es ein Element 6 in F gibt, so daD der Automorphismus von A, 
der der Konjugation mit 6 entspricht, Eigenwerte vom Betrag # 1 hat, dann folgt 
Ilr”ll s Cti)ln (4 
fur alle 7 E A. Das entsprechende N- wachst also exponentiell. 
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